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Sinapsis

• Estructuras monocromáticas y Teoría de Ramsey

• Estructuras balanceadas

• Estructuras heterocromáticas o Teoría anti-Ramsey y  
el concepto de discrepancia



Estructuras monocromáticas



En un grupo de 6 personas (comensales), siempre  
hay 3 que se conocen entre ellos o 3 que no se cono- 
cen entre ellos.
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En un grupo de 6 personas (comensales), siempre  
hay 3 que se conocen entre ellos o 3 que no se cono- 
cen entre ellos.

Los 6 comensales



Dado n ≥ 6 y una coloración de las aristas de      , 
siempre existe un triángulo monocrómatico.
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Dados n ≥ 6 y una bicoloración de las aristas de 
     , siempre existe un triángulo monocrómatico.

Teorema de Ramsey

Kn



Dados n ≥ 6 y una bicoloración de las aristas de 
     , siempre existe un triángulo monocrómatico.

Teorema de Ramsey (k = 3)

Para todo entero k ≥ 1, existe un número finito R(k), tal 
que, si n ≥ R(k), entonces en toda bicoloración de las 
aristas de       existe una subgráfica       monocromática.

Teorema de Ramsey (general)
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(Cambridge 1903 - Londres 1930)Frank P. Ramsey

•filósofo, matemático, economista

•1924: fue becado por el King’s College,  
Cambridge

•1926: es nombrado profesor universitario  
del King’s College

•estudió matemáticas en el Trinity College, 
Cambridge

•1928: publica “On a problem of formal  
logic” (lema —> Teorema de Ramsey)



Teoría de Ramsey

“Dentro del caos siempre hay algo de orden.”
Filosofía:

•El Teorema de Ramsey es un importante resultado en 
Combinatoria.

•La filosofía del Teorema de Ramsey se extendió a otras  
áreas de las matemáticas: teo. de números, geometría,  
teoría ergódica, topología, teo. de conjuntos, etc.



Teorema de Ramsey
Para todo entero k ≥ 1, existe un número finito R(k), tal 
que, si n ≥ R(k), entonces en toda bicoloración de las 
aristas de       existe una subgráfica       monocromática.Kn Kk



Teorema de Ramsey (s=t)

Para todo par de enteros s,t ≥ 1, existe un número finito 
R(s,t), tal que, si n ≥ R(s,t), entonces en toda coloración 
de las aristas de       con dos colores (azul y rojo) existe 
una subgráfica       azul o una subráfica       roja.

Teorema de Ramsey (general)

Para todo entero k ≥ 1, existe un número finito R(k), tal 
que, si n ≥ R(k), entonces en toda bicoloración de las 
aristas de       existe una subgráfica       monocromática.Kn Kk

Kn

Ks Kt



Números de Ramsey R(s,t)



Gráficas de Ramsey16.1 Die klassischen Ramsey-Zahlen 301

Beispiel 16.1 Aus Satz 16.3 folgt r(3, 4) ≤ 9 und r(3, 5) ≤ 14. Die beiden skizzierten
Graphen (a) bzw. (b) der Ordnung 8 bzw. 13 besitzen kein Dreieck, und ihre Unabhängig-
keitszahlen sind 3 bzw. 4. Daraus ergibt sich r(3, 4) = 9 und r(3, 5) = 14.
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Beispiel 16.2 Aus (16.1) und (16.3) ergibt sich zusammen mit Bemerkung 16.1 ii) die
Ungleichung

r(4, 4) ≤ r(4, 3) + r(3, 4) = 2r(3, 4) ≤ 18.

Der auf der nächsten Seite skizzierte 8-reguläre Graph (c) mit 17 Ecken, der weder eine
Clique der Ordnung 4 noch eine unabhängige Menge aus 4 Ecken besitzt, zeigt uns schließlich
r(4, 4) = 18.

Die vier schon berechneten Ramsey-Zahlen r(3, 3) = 6, r(3, 4) = 9, r(3, 5) = 14 und
r(4, 4) = 18 findet man in einer Arbeit von Greenwood und Gleason [1] aus dem Jahre 1955.

Bemerkung 16.2 Die genaue Berechnung der Ramsey-Zahlen ist im allgemeinen ein sehr
schwieriges Problem. Außer den schon genannten Ramsey-Zahlen sind nur noch die folgenden
fünf bekannt.

Im Jahre 1968 zeigten Graver und Yackel [1], daß r(3, 6) = 18 und r(3, 7) = 23 gilt.
Grinstead und Roberts [1] haben 1982 die Ramsey-Zahl r(3, 9) = 36 bestimmt.
Erst im Jahre 1992 wurde die Ramsey-Zahl r(3, 8) = 28 durch McKay und K. M. Zhang

[1] bestätigt, die dabei die Abschätzung r(3, 8) ≥ 28 von Grinstead und Roberts [1] benutz-
ten.

Mit einem nicht unerheblichen Aufwand wurde 1995 schließlich die Ramsey-Zahl r(4, 5) =
25 von McKay und Radziszowski [1] nachgewiesen.

Darüber hinaus gibt es noch verschiedene obere und untere Schranken von r(3, t) für 10 ≤
t ≤ 15, die man in der Arbeit von McKay und K. M. Zhang [1] nachlesen kann. Noch mehr
Informationen über den neuesten Stand der Forschung findet man in dem Übersichtsartikel
“Small Ramsey numbers” von Radziszowski [1] aus dem Jahre 2004.

Wie wir gesehen haben, ist die Bestimmung von Ramsey-Zahlen eine Prozedur, die aus
zwei Schritten besteht. Einerseits berechnet man obere Schranken, und andererseits kon-
struiert man Schärfebeispiele. Insbesondere bereitet die Konstruktion von solchen Beispielen
bis heute große Schwierigkeiten. Überraschend ist, daß die besten Ergebnisse zum zweiten
Schritt keineswegs konstruktiv erzielt wurden, sondern mit der sogenannten probabilistischen
Methode, die wir im Beweis von Satz 16.5 vorstellen wollen. Dazu berechnen wir zunächst
einmal die Anzahl der schlichten Graphen mit n Ecken.

302 16 Ramsey-Theorie

Satz 16.4 Ist Gn die Menge aller schlichten Graphen der Ordnung n, so gilt

|Gn| = 2(n
2).

(Dabei werden zwei Graphen mit gleicher Eckenmenge E = {1, 2, . . . , n} genau dann als
verschieden angesehen, wenn zwei verschiedene Ecken i und j existieren, die in dem einen der
beiden Graphen adjazent, in dem anderen jedoch nicht adjazent sind. Bei dieser Betrachtung
werden also die verschiedenen Graphen gezählt, nicht aber die Isomorphietypen.)

Beweis. Bekanntlich besitzt der vollständige Graph Kn genau
(

n
2

)

verschiedene Kanten. Jeder
Graph aus Gn ist durch Angabe seiner Kanten eindeutig bestimmt. Numeriert man alle
möglichen Kanten von 1 bis

(
n
2

)

durch, und ordnet der Kante j die Zahl 0 bzw. 1 zu, falls
die Kante j im Graphen G vorhanden bzw. nicht vorhanden ist, so erkennt man, daß |Gn|
die Anzahl der Kombinationen

(
n
2

)

-ter Ordnung von 2 Elementen mit Wiederholung und mit

Berücksichtigung der Reihenfolge ist und damit 2(n
2) beträgt. ∥
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Satz 16.5 (Erdös [1] 1947) Für p ≥ 2 gilt

r(p, p) ≥ 2
p
2 .

Beweis. Wegen r(2, 2) = 2 sei im folgenden p ≥ 3. Wir nehmen an, daß es eine natürliche Zahl
n < 2

p
2 gibt, so daß jeder Graph G aus Gn die Bedingung ω(G) ≥ p oder α(G) ≥ p erfüllt.

Nun sei Cp
n die Teilmenge von Graphen aus Gn, die eine Clique der Ordnung p enthalten und

Up
n die Teilmenge von Graphen aus Gn, die eine unabhängige Menge von p Ecken besitzen.

Es gilt natürlich |Cp
n| = |Up

n|.
Die Graphen aus Gn seien wieder auf der Eckenmenge E = {1, 2, . . . , n} definiert. Für

jede Teilmenge S ⊆ E mit |S| = p gibt es 2(n
2)−(p

2) Graphen in Gn, in denen S eine Clique
induziert, denn da

(
p
2

)

Kanten fest liegen, sind noch
(

n
2

)

−
(

p
2

)

Kanten frei verfügbar. Da es
(

n
p

)

verschiedene p-elementige Teilmengen S ⊆ E gibt, folgt

|Cp
n| = |Up

n| ≤
(

n

p

)

· 2(n
2)−(p

2).

Daraus ergibt sich zusammen mit unserer Annahme n < 2
p
2 die Ungleichungskette

|Cp
n|

|Gn|
=

|Up
n|

|Gn|
≤

(
n

p

)

· 2−(p
2) ≤ np

p!
· 2−(p

2)

<
1

p!
· 2

p2

2 · 2−(p
2) =

1

p!
· 2

p
2 <

1

2
.

R(4,4)R(3,4) R(3,5)



Acertijo 2

Colorea los números del 1 al 8 con 2 colores de tal 
forma que no haya ninguna progresión aritmética mono- 
cromática de longitud 3.
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¡¡NO SE
PUEDE!!

Colorea los números del 1 al 9 con 2 colores de tal 
forma que no haya ninguna progresión aritmética mono- 
cromática de longitud 3.



Teorema de Van der Waerden (r=2, k=3)

Si n ≥ 9, entonces toda coloración de los números del 
1 al n con 2 colores tiene una progresión aritmética de 
longitud 3 monocromática.



Teorema de Van der Waerden (general)

Para todo par de enteros r y k, existe un número W(r,k) 
tal que, si n ≥ W(r,k), entonces toda coloración de los 
números 1,2,…, n con r colores tiene una progresión 
aritmética de longitud k monocromática.

Teorema de Van der Waerden (r=2, k=3)

Si n ≥ 9, entonces toda coloración de los números del 
1 al n con 2 colores tiene una progresión aritmética de 
longitud 3 monocromática.



Números de Van der Waerden W(r,k)



Estructuras balanceadas



Filosofía
Dada casi cualquier coloración de una estructura 
suficientemente grande, queremos encontrar que 
siempre exista cierta subestrucura balanceada.
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Filosofía
Dada casi cualquier coloración de una estructura 
suficientemente grande, queremos encontrar que 
siempre exista cierta subestrucura balanceada.

balanceada = con el mismo número de 
          elementos de cada color

Necesitamos garantizar que siempre haya un  
número mínimo de elementos de cada color.



Acertijo 3
Encuentra una bicoloración de las aristas de        con al 
menos 4 aristas de cada color tal que no haya ninguna 
      balanceada.
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Teorema (CHM)
Si n ≥ 5, entonces existe un entero h(n)  tal que cualquier 
bicoloración de las aristas de        con al menos h(n) 
aristas de cada color contiene una       balanceada.K4
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NO:

 

la mitad de las aristas de color rojo, 
la mitad de azul

Así sucede para una infinidad de n’s.

¿Podremos dar un teorema similar para     ?

Kn

K5



Otros ejemplos donde sí funciona:
Si 
• n es suficientemente grande 
• el número de aristas de cada color  
es suficientemente grande,



Otros ejemplos donde sí funciona:
Si 
• n es suficientemente grande 
• el número de aristas de cada color  
es suficientemente grande,

existe una copia balanceada de

• una trayectoria de longitud 2k 
• una estrella con 2k puntas 
• cualquier gráfica con 4 aristas 
• …
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Ordena 4 bloques azules y 4 rojos de tal forma que no 
haya 6 bloques consecutivos que contengan 3 rojos y 3 
azules (en el orden que sea).
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Ordena 5 bloques azules y 5 rojos de tal forma que no 
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Acertijo 4

¡¡NO SE
PUEDE!!

Ordena 5 bloques azules y 5 rojos de tal forma que no 
haya 6 bloques consecutivos con 3 rojos y 3 azules (en 
el orden que sea).



Existe un entero n(k) tal que, si n ≥ n(k), entonces 
toda secuencia de n bloques azules y n bloques rojos 
contiene 2k bloques consecutivos conformados por k 
bloques azules y k bloques rojos.

Teorema (CHM)



Otras variantes:
estructuras heterocromáticas



Otras variantes:
estructuras heterocromáticas

o
Teoría anti-Ramsey



Toda 3-coloración equipartita de los números del 1 al n 
contiene una progresión aritmética heterocromática.
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Otras variantes:
discrepancia



El juego del precipicio y la serpiente
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El juego del precipicio y la serpiente

C = 2



El juego del precipicio y la serpiente

C = 3



El Problema de la discrepancia de Erdös (~1932)

Para toda secuencia infinita        (xn)n�1 2 {�1, 1}

y todo entero    , existen enteros     y      tal quek dC

�����

kX

i=1

xid

����� > C.

“La secuencia tiene discrepancia no acotada.”
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• Octubre de 2010: se inicia el proyecto Polymath5 con la 
intención de resolver el problema.

• Febrero de 2014: A. Licitsa y B. Kolev demuestran la  
conjetura para C = 3.  



• En septiembre de 2015, T. Tao  
anuncia la prueba de la conjetura.

• Octubre de 2010: se inicia el proyecto Polymath5 con la 
intención de resolver el problema.

• Febrero de 2014: A. Licitsa y B. Kolev demuestran la  
conjetura para C = 3.   



¡GRACIAS!
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